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Аннотация. 
Актуальность и цели. Нахождение точных решений нелинейных уравне-

ний в частных производных – одна из основных задач теории нелинейных си-
стем. Для интегрируемых систем разработан ряд методов, но в силу сложности 
различных нелинейных уравнений не существует единого способа и приема их 
решения. Один из эффективных методов – применение дифференциальных свя-
зей Бэклунда для построения точных решений нелинейных уравнений. Преоб-
разования Бэклунда дают возможность перейти к более простому уравнению, 
а применение дифференциальных связей – получить решение одного из урав-
нений, если решение другого известно. Кроме этого, данные преобразования 
играют важную роль в интегрируемых системах, так как выявляют внутренние 
связи между различными интегрируемыми свойствами. В последнее время  
в этой области было проведено множество исследований. Цель работы – полу-
чение решений нелинейных гиперболических уравнений в частных производ-
ных второго порядка с помощью дифференциальных связей Бэклунда. 

Материалы и методы. Рассматривается нахождение решений нелинейных 
дифференциальных уравнений с применением дифференциальных связей Бэк-
лунда. Построение преобразований Бэклунда базируется на методе, предло-
женном Клэрэном, для уравнений второго порядка типа Монжа – Ампера. 

Результаты. Для исследуемых в работе нелинейных гиперболических 
уравнений в частных производных получены точные решения с помощью 
дифференциальных связей Бэклунда; доказано получение решений одного из 
уравнений, если решение другого известно; проанализированы различные 
случаи получения решений данным методом. 

Выводы. Результаты представляют интерес для изучения нелинейных диф-
ференциальных уравнений в частных производных. Найденные решения могут 
послужить основой для дальнейших исследований уравнений данного типа, а 
также для решения прикладных задач в различных областях естествознания. 

Ключевые слова: нелинейные уравнения в частных производных, гипер-
болические уравнения, преобразования Бэклунда, метод Клэрэна, дифферен-
циальные связи, уравнение Лиувилля. 
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Abstract.  
Background. Finding exact solutions of nonlinear partial differential equations is 

one of the main problems of the nonlinear systems theory. A number of methods 
have been developed for integrable systems, but due to the complexity of various 
nonlinear equations, there is no single method and method for solving them. One of 
the effective methods is the use of Backlund differential constraints for constructing 
exact solutions of nonlinear equations. Backlund transformations make it possible to 
go to a simpler equation, and the use of differential constraints - to obtain a solution 
to one of the equations if the solution to the other is known. In addition, these trans-
formations play an important role in integrable systems, since they reveal internal 
connections between various integrable properties. Recently, a lot of research has 
been done in this area. The aim of this work is to obtain solutions of nonlinear hy-
perbolic second-order partial differential equations using Bäcklund differential con-
straints. 

Materials and methods. Finding solutions to nonlinear differential equations us-
ing Bäcklund differential constraints is considered. The construction of Bäcklund 
transformations is based on the method proposed by Claren for second-order equa-
tions of the Monge-Ampere type. 

Results. For the nonlinear hyperbolic partial differential equations investigated in 
this work, exact solutions are obtained using Bäcklund differential constraints; the 
solution of one of the equations is proved if the solution of the other is known; vari-
ous cases of obtaining solutions by this method are analyzed. 

Conclusions. The results are of interest for studying nonlinear partial differential 
equations. The found solutions can serve as a basis for further research of equations 
of this type, as well as for solving applied problems in various fields of natural sci-
ence. 

Keywords: nonlinear partial differential equations, hyperbolic equations, 
Bäcklund transformations, Claren's method, differential constraints, Liouville's 
equation. 

Введение 
Нахождение точных решений нелинейных уравнений в частных произ-

водных – одна из основных задач раздела математики, посвященного анализу 
таких уравнений [1–4]. В силу сложности различных нелинейных уравнений 
не существует единого метода их решения. Для интегрируемых систем разра-
ботаны эффективные методы, такие как метод обратной задачи рассеяния  
[5, 6], метод Хироты [7], метод Пенлеве [8], преобразование Бэклунда [9–11], 
метод отображения и деформации [6], построение точных решений в виде бе-
гущих волн [12, 13], нахождение автомодельных решений [12–14], примене-
ние дифференциальных связей Бэклунда [15–17] и др. 

Изучение преобразований Бэклунда – одна из самых интересных тем  
в теории дифференциальных уравнений в частных производных. Такие пре-
образования применяются для нахождения решений нелинейных дифферен-
циальных уравнений. Вместе с этим они представляют собой пример диффе-
ренциально-геометрической структуры, порожденной дифференциальными 
уравнениями. Преобразования Бэклунда дают возможность перейти к более 
простому уравнению, а применение дифференциальных связей – получить 
решение одного из уравнений, если решение другого известно. В настоящей 
статье найдены точные решения нелинейных гиперболических уравнений, 
полученных в работе [18], с использованием дифференциальных связей Бэк-
лунда. 
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1. Материал и методика 
Построение преобразований Бэклунда базируется на методе, предло-

женном Клэрэном [19], для уравнений второго порядка типа Монжа – Ампера 
[20].  

Рассмотрим нелинейные гиперболические уравнения в частных произ-
водных [18]:  

 32 21

11
[1 2 ]

8
vv e v v v vηξ ξ ξ η

α α
= + −

α
,  (1) 

 21
2
11

[ ]
8

vv e v vηξ η ξ
α= −
α

,  (2) 

Для рассматриваемых уравнений определены дифференциальные связи 
Бэклунда. Приведем некоторые из них для облегчения понимания дальней-
ших исследований. 

Утверждение 1 [18]. Преобразования Беклунда  

 232 21

11
1 2 , 4

4
v v vw v w ve e veα α∂ ∂ ∂ ∂= + = −

∂ξ ∂ξ ∂η ∂η α
  (3) 

связывают уравнение (1) с уравнением 

 32 21

11

1 1( 1)( ) ln ( ) 0
8 2 2

w w w wξ ξη
α α   − − ξ + − ξ − =  α   

.  (4) 

Утверждение 2 [18]. Для уравнения (1) существует автопреобразование 
Бэклунда вида  

 232 21

11
, 2 .

8
g v g v vg v g ve e e e veα α∂ ∂ ∂ ∂= = −
∂ξ ∂ξ ∂η ∂η α

  (5) 

Утверждение 3 [18]. Преобразования Беклунда вида 

 21 21
2 2
11 11

,
216 16

v vwv vw w e w w e wξ
ξξ ξ ξ ξη ξ

α α∂ ∂= − = −
∂ξ ∂ηα α

  (6) 

связывают уравнение (2) с уравнением 

 2 2( ) 4w wξη ξ= .  (7) 

Опираясь на данные дифференциальные связи Бэклунда, найдем точ-
ные решения исследуемых уравнений. 

2. Результаты 
Теорема 1. Если уравнение (7) имеет решение 

 2w = η+ ξ ,  (8) 

то уравнение (2) имеет решение 
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 21
2
11

ln [ ] , const.
16

v C C
 α= − − ξ + η −  α 

  (9) 

Доказательство. Воспользуемся найденными преобразованиями (6) и 
подставим известное решение (8), тогда система примет вид 

21 21
2 2
11 11

, ,
16 16

v vv ve eα α∂ ∂= =
∂ξ ∂ηα α

 

откуда из системы находим 

21
2
11

[ ],
16

ve C− α= − ξ + η
α

 

где С – произвольная постоянная. В результате найдено решение (9) уравне-
ния (2). 

Выполним некоторые преобразования в уравнении (7). Умножим обе 
части на 2w : 

22 2 2( ) ( ) 0w w wξη ξ − =  , 

сделаем замену функции 2w = ω , тогда можно легко найти решение полу-
ченного уравнения: 

2 0;ξη ξωω −ω =  

2( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )] ,P Q P Q P Q P Q′ ′ ′ω = ξ η ξ η ξ η = ξ η  

( ) ( ) , ( ) , ( ) ,
( ) ( )

Q P Q e P e
Q P

λη λξ′ ′η ξ= = λ η = ξ =
η ξ

 

[ ]eλ η+ξω = , 
следовательно, уравнение (7) имеет решение вида 

 
[ ]

2 , const.w e
λ η+ξ

= λ −   (10) 

Теорема 2. Если уравнение (7) имеет решение (10), то уравнение (2) 
имеет решение 

 
1
2[ ]21

2
11

1ln ln 1
2 8

v eλ η+ ξα = λ + λ η+ ξ − − 
  α

.  (11) 

Доказательство. Используя найденное преобразование (6), подставим 
известное решение (10): 

[ ]
2w e
λ η+ξ

= , 
[ ]

2
2

w e w
λ η+ξ

ξ η
λ= = , 

2 [ ]
2

2
w e w

λ η+ξ
ξξ ηξ

λ = = 
 

, 
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тогда система примет вид 
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  (12) 

откуда из первого линейного уравнения в частных произвольных находим 
связь между независимыми переменными ,ξ η : 
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где ( )ϕ η  – произвольная функция, а из второго уравнения системы (12) опре-
деляем вид функции ( )ϕ η : 
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v

v
e e

e
λη

α
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= ψ ξ
λ +

, 
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2
11

( )

1 ( )
8

v ee
e

λη
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λ ψ ξ= α− ψ ξ
α

. 

Выполнив интегрирование и обратные преобразования, получим: 

2

221 21
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11 11
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8 8

e e

e e
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λ

ξ λη

ξ λη

λ ϕ η λ ψ ξ=
α α− ϕ η − ψ ξ
α α
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2 221 21
2 2
11 11

( ) 1 ( ) ( ) 2 ( )
8 8

e e e e
λ λξ ξλη λη   α αϕ η − ψ ξ = ψ ξ − ϕ η      α α   

, 

2( ) 2 , ( )e e
λξληϕ η = ψ ξ = . 

В результате найдено решение (11) уравнения (2). 
Теорема 3. Если уравнение (2) имеет решение 

 ( )v = α η+ ξ ,  (13) 
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то уравнение (7) имеет решение 

 
2

( )11 21
221 11

16 exp .
216

w eα η+ξ
 α α α= − − − η 

α αα  
  (14) 

Доказательство. Воспользуемся преобразованиями Бэклунда (6) и 
подставим туда имеющееся значение (13), тогда получим систему уравнений 

( ) ( )21 21
2 2
11 11

(ln ) , (ln ) ,
216 16

w e w eα η+ξ α η+ξ
ξ ξ ξ η

α αα= α − = −
α α

 

которую легко можно проинтегрировать по соответствующим переменным: 

( ) ( )21 21
2 2
11 11

ln ( ), ln ( ),
216 16

w e w eα η+ξ α η+ξ
ξ ξ

α αα= αξ − + ϕ η = η− +ψ ξ
αα αα

 (15) 

где ( )ϕ η , ( )ψ ξ  – постоянные интегрирования. Доопределим функции ( )ϕ η  и 
( )ψ ξ  так, чтобы полученные значения правых частей системы (15) совпали: 

( ) ( )21 21
2 2
11 11

( ) ( ).
216 16

e eα η+ξ α η+ξα αααξ − + ϕ η = η− +ψ ξ
αα αα

 

Это возможно, если 

( ) , ( ) .
2
αϕ η = η ψ ξ = αξ  

В результате определилось значение 

( )21
2
11

1
2 16 .

e
w e

α η+ξα α ξ+ η −   αα
ξ =  

Выполним интегрирование и получим неизвестную функцию ( , )w ξ η : 

[ ]
( ) ( )21 21

2 2
11 11

1 1
2 16 1621e e

w e d e e de
α η+ξ α η+ξα α α ξ+ η + −−α η  α ξ+η  βα αα= ξ = =
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16 ( ),
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e e
α η+ξα−−α η ααα= − + ϕ η

α
 

где ( )ϕ η  – произвольная функция.  
Полученная функция содержит неизвестную функцию 

2
( )11 21

221 11

16 exp ( )
216

w eα η+ξ
 α α α= − − − η + ϕ η 

α αα  
, 

которую необходимо доопределить. Для уточнения ( )ϕ η  выполним подста-

новку найденной функции в уравнение (7). Определим 2 ( , )wξ ξ η  и 2( )w ξη : 
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Равенство (7) будет выполняться тождественно, если  

( )21
2
11

2 ( )exp
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( )21
2
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2 ( ) ( ) 0
8

eα η+ξ
 α′ϕ η + ϕ η α − = 

α  
. 

Уравнение на функцию ( )ϕ η  зависит от переменной ξ , чего быть не 
должно, следовательно, необходимо положить ( ) 0ϕ η = . В результате иско-
мая функция имеет вид (14). 

Теорема доказана. 
Зная некоторые частные решения уравнения (1), найдем и решения (4). 
Теорема 4. Уравнение (4) имеет решение, заданное неявно в виде ряда  

( )32 21
2

111

1 ( 1) 1ln ln ( ) ln ( ) ,
2 ! 2 8

n
n

n
w w C

n n

∞

=

α α−   − ξ + − ξ = γξ + η +   ⋅ α   
  

где постоянная 2,Cγ  – произвольные постоянные.  
Теорема 5. Если уравнение (1) имеет решение v a= , то уравнение (4) 

имеет решение 
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 232 21

114
аw аeα α

= ξ − η
α

.  (16) 

Доказательство. Подставляем v a=  в найденные дифференциальные 
связи (3) и выполняем интегрирование каждого равенства: 

1, ( ),w w∂ = = ξ + ϕ η
∂ξ

 2 232 21 32 21

11 11
, ( ).

4 4
а аw аe w аeα α α α∂ = − = − η+ ψ ξ

∂η α α
 

Приравниваем полученные выражения для w  и доопределяем произ-
вольные функции ( )ϕ η , ( )ψ ξ . В результате получаем решение (16). 

Теорема 6. Если уравнение (1) имеет решение v = η , то уравнение (4) 
имеет решение 

 232 21

11
4 [2 1]

16
w e eη ηα α
= − η− + ξ

α
.  (17) 

Доказательство. Подставляем v = η  в найденные дифференциальные 
связи (3) и выполняем интегрирование каждого равенства: 

1, ( ),w w∂ = = ξ + ϕ η
∂ξ

 

2 232 21 32 21

11 11
4 , 4 [2 1] ( ).

4 16
w e e w e eη η η ηα α α α∂ = − η = − η− + ψ ξ
∂η α α

 

Приравниваем полученные выражения для w  и доопределяем произ-
вольные функции ( )ϕ η , ( )ψ ξ . В результате получаем равенство (17).  

Воспользуемся найденными автопреобразованиями Бэклунда (5) для 
уравнения (1) и уже ранее построенным его решением (12). 

Если будем считать, что  

 ( )32 21
2

111

( )ln ,
! 8

n

n

gg C
n n

∞

=

α α−+ + = γξ + η
⋅ α   (18) 

то с помощью автопреобразований (5) можно найти новое решение уравне-
ния (1). Подставим (18) в левую часть (5), для этого продифференцируем (18) 
по ξ  и η , имеем: 

32 21 32 21
111 11

1

1 ,
8 81 ( 1)

!

g
n

n

n

dg ge
d g

g n

−
∞ −

=

α α α α
= γ = γ

ξ α α
+ −

 32 21

11
,

8
gdg ge

d
−α α

=
η α

 

тогда на функцию ( , )v ξ η  получим систему 

32 21

11

1 ,
8

v vg eα α ∂=
α γ ∂ξ

 

232 21 32 21

11 11
2 .

8 8
v vvg e veα α α α∂= −

α ∂η α
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Приравнивая левые части, получим линейное уравнение первого по-
рядка: 

 32 21

11

12 .
8

vv v veα α∂ ∂− =
∂η γ ∂ξ α

  (19) 

Чтобы найти общее решение этого уравнения, надо найти первые инте-
гралы системы 

11

32 21

8
2 1 v

d d dv
ve

αη ξ= −γ =
α α

, 

 11
1 2

32 21 1

8 ( )2 , ln .
!

n

n

vC v C
n n

∞

=

 α −γξ + η = + + ξ = 
γα α ⋅  

   (20) 

Общее решение (19) имеет вид 

 11

32 21 1

8 ( )2 , ln ,
!

n

n

vF v C
n n

∞

=

  α − γξ + η + + ξ = 
 γα α ⋅   

   (21) 

где F  – произвольная функция. 
Произвольная функция F (21) удовлетворяет линейному уравнению,  

но (1) – нелинейно, поэтому следует уточнить вид функции F. 
Выполним подстановку (20) в (1). Найдем производные , ,v v vξ η ηξ : 

1
11

1 2
32 21 1

8 12 1 ( 1) 0,
!

n

n

vF v F
v n

∞ −

ξ
=

  α γ + + + − = 
 γα α    

  

1
11

1 2
32 21 1

8 1 ( 1) 0
!

n

n

vF F v
v n

∞ −

η
=

 α+ + − = 
γα α   

  

(здесь 1F  – производная от F по первой компоненте, а 2F  – производная от F 
по второй компоненте), откуда получаем 

 32 21 32 211 1

11 2 11 2
2 1 , .

8 8
v vF Fv ve v ve

F Fξ η
 γα α γα α

= − γ + = − α α 
  (22) 

Продифференцируем первое равенство (22) по переменной η  и найдем 
смешенную производную: 

32 21 11 1 12 1 11
12 222 211 2 2 32 212 2

82 2 1
8

v
vF F F F ev F F v ve

F F vF F

−

ηξ ξ
    γα α α = − γ − γ + − + −     α γα α    

 

32 21 32 211 11 12 1
12 22211 2 11 2 2

2(1 ) [2 ]
8 8

v vF F F Fv e v F F ve
F F F

ξ
 γα α γα α γ +− + = − − γ + −  α α  
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32 21 32 2112 1 1
2222 11 2 112

(1 ) 2
8 8

vF F FF v e v v
F FF

ξ ξ
  γα α γα α
− − − + = γ ×   α α 

 

22
232 211 1 11 1 1

12 222 3 2 11 2 22 2
2 (1 ) 2 1

8
v vF F F F FF F ve ve v

F F FF F

     γα α
× − − + + γ +     α      

. 

Подставим найденные значения в (1) и сократим на значения, отличные 
от нуля: 

 
2

11 1 1 11 1 1
12 222 332 21 2 2 22 2

16 12 2 1 (1 2 )vF F F F FF F e v
F F FF F

    α − − = − + γ + +    α α γ     
.  (23) 

Как видно, равенство (23) тожественно не выполняется, поэтому надо 
потребовать, чтобы выполнялась одна из систем: 

 

1

2
2

1 1 11
12 222 3 22 2

1 0,

2 0

F
F

F F FF F
FF F

 + =γ

 − − =


 или 

1

2
2

1 1 11
12 222 3 22 2

1 ,
2

2 0.

F
F

F F FF F
FF F

 = − γ

 − − =


  (24) 

Все члены равенств являются однородными, поэтому воспользуемся 
приемом, позволяющим разделить аргументы функции, представим F в виде 

1 2( ) ( )F X C Y C= , 

где X  зависит от первой компоненты 1C  функции F, а Y  – от второй компо-
ненты 2C  (20), тогда первое равенство системы (24) примет вид (в силу ана-
логичности первых равенств систем результат подстановки для второй си-
стемы будет записываться в скобках): 

1 1, ,
2

X Y XY X Y XY ′ ′ ′ ′= − = − γ γ 
 или 1 1, ,

2
X Y X Y
X Y X Y
′ ′ ′ ′ = − = λ = − = λ γ γ 

 

где λ  – произвольный параметр. Функции примут вид 

( )1 2 1 2ln , ln ln , ln 2 ,X C Y C X C Y C= λ = −γλ = λ = − γλ  

что приводит к следующему виду функции 1 2( , )F C C : 

 ( )1 2 1 22
1 2 1 2( , ) , ( , )C C C CF C C e F C C eλ −γλ λ − γλ= = ,  (25) 

где  

11
1 2

32 21 1

8 ( )[ ] ln
!

n

n

vC C v
n n

∞

=

  α − λ − γ = λ γξ + η− + 
 α α ⋅   

 , 
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11
1 2

32 21 1

8 ( )[ 2 ] ln
!

n

n

vC C v
n n

∞

=

  α − λ − γ = λη− λ + 
 α α ⋅   

 . 

Связь между компонентами 1 2,C C , удовлетворяющая второй системе 
(выражение в скобках), привела к отсутствию зависимости от переменной ξ , 
поэтому этот случай в дальнейшем рассматриваться не будет. 

Осталось проверить выполнение второго равенства системы; подставим 
(25) в (24): 

3 2 2
2

2 32 ( ) 2 0
( ) ( )
λ γ λ λ λ λ λ− − −γλ − = − + + =

−γλ γ γ γ−γλ −γλ
. 

Условие выполняется тождественно, следовательно, вид функции (21)–
(25). Зависимость от λ  не существенная, поэтому положим 1λ = . Доказана 
следующая  

Теорема 7. Уравнение (1) имеет решение  

 11

32 21 1

8 ( )exp ln .
!

n

n

vv C
n n

∞

=

  α − γξ + η− + = 
 α α ⋅   

   (26) 

Заключение 
В работе получены точные решения нелинейных гиперболических 

уравнений в частных производных с помощью дифференциальных связей 
Бэклунда; доказано получение решений одного из уравнений, если решение 
другого известно; проанализированы различные случаи получения решений 
данным методом. В частности, для рассматриваемых уравнений и связанных 
с ними преобразованиями Бэклунда получены решения, заданные неявно  
в виде ряда, и решения, содержащие логарифмические и экспоненциальные 
функции. 

Результаты могут использоваться для дальнейших исследований урав-
нений данного типа, а также для решения прикладных задач в различных об-
ластях естествознания. 
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